4. Completion of metric spaces
We would like to substantiate the determination of the mathematical models. The cause of the difficulties is passing to the limit here. We know that the standard definitions of the limit are non-constructive. However we can use Cauchy criterion for substantiate the convergence. But it is applicable for complete spaces only. Unfortunately the majority of the mathematical spaces are non-complete. We will consider examples of non-complete spaces. Fundamental sequences can diverge there. However there exist points, which are not belonging to the given spaces; it can be interpreted as generalized limits of these sequences. So we suppose that our spaces can be extended to complete spaces. This idea was being realized to the Cantor’s definition of the set of real numbers. Its extension is the theorem of the completion of the metric spaces.
4.1. Inapplicability of Cauchy criterion 
Cauchy criterion is the very important method of proving the convergence of sequences. However its applicability to the general metric spaces is not obviously. Consider some examples. 

Let 
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 be the set of all rational numbers. It is the metric space with natural metric (the absolute value of the difference between functions). Determine the following sequence  {xk}  
x1 = 3,  x2 = 3.1,  x3 = 3.14,  x4 = 3.141,  x5 = 3.1415,… .     

It is fundamental because of the estimate
| xm+p – xm | ( 101-m  (m, p > 0.
If Cauchy criterion is applicable, then there exists a rational number x as the limit of this sequence. However this limit does not exist because the sequence converges to the irrational number (. But the limit is a point from the initial space. We have the sequence {xk} on the set of rational numbers without a rational limit. So Cauchy criterion is not applicable on the space of rational numbers. 

Consider now the space of positive real numbers with the same metric. Determine the sequence {xk} by equality xk = 1/k, k = 1, 2,…. It is fundamental. But we do not have any positive number, which is the limit of this sequence. So we have the divergence of the fundamental sequence on the metric space of the positive numbers. 
Consider now the space of the continuous functions on the interval [0,1]  with integral metric
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It is obviously that the sequence {xk} from the Figure 4.1 is fundamental here. However this sequence does not have any continuous function as a limit. So Cauchy criterion is not applicable for the metric space of continuous functions with integral metric.
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Figure 4.1. The fundamental sequence diverges 
on the space of the continuous functions with integral metric. 
Consider an additional example. The set of all rational numbers on the interval [0,1] is denumerable. So it can be interpreted as a sequence {qk}. Determine the sequence of functions {хk}. Let х1 be the function equal to 1 at the point q1 with zero values for all other points. If the function хk-1 is known, we determine the function хk such that it equals to 1 at the point qk and  хk-1 for all other points. The function хk is integrable in the sense of Riemann   (see Figure 4.2). Consider the set of Riemann integrable functions on the interval [0,1] with previous integral metric. The value ((xm,xn) equal to zero because we have the difference between these functions only on the finite set. Therefore the sequence {хk} is fundamental on the metric space of    Riemann integrable functions. However it we do not have any Riemann integrable function, which is a limit of this sequence. We can consider Dirichlet function, which is equal to 1 for all rational values and to 0 for all irrational numbers. However it is not integrable in the sense of Riemann.
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 Figure 4.2. The fundamental sequence diverges 
on the space of Riemann integrable functions. 
Thus there exist a lot of metric spaces, where Cauchy criterion is not applicable. 

4.2. Complete metric spaces
Thus we have two classes of metric spaces. There are metric spaces with Cauchy criterion and metric spaces without Cauchy criterion.
Definition 4.1. A metric space is called complete, if each fundamental sequence converges here. 
Hence Cauchy criterion is applicable for complete spaces only. We have already known that the space of real numbers, Euclid space and the space of continuous functions with metric, determined by the maximum of the absolute value are complete. But the spaces of rational and positive numbers, continuous functions with integral metric and Riemann integrable functions are not complete. 

Now we can give the exact determination of Banach fixed point theorem. 

Theorem 4.1. Let X be a complete metric space, and A be a contracting operator. Then the operator A has a unique fixed point, which is the limit of the iterative method for all initial approximation.   
The complete metric spaces have a lot of applications. There are the complete linear normalized spaces at first and the complete spaces with scalar product. It is called Banach spaces and Hilbert spaces.

Cauchy criterion is effective for the complete metric spaces (and complete uniformly spaces too). Unfortunately there exist non-complete metric spaces. Besides each positive property is the exception as a rule. So the majority of metric spaces (and uniformly spaces too) are non-complete. Therefore we would like to have the effective method of passing to the limit for the general case, namely without the property of the completeness. 
We return to the consideration of the fundamental sequences without limits. The divergent considered sequence of rational numbers doesn’t have any limits. However there exists an element (, which is not rational number. But we can interpret is as a special form of limits for this sequence. The divergent fundamental sequence of positive numbers has a special element 0. It is not a positive number. Bat we can interpret it as a limit of the sequence of the positive numbers. The analogical property is true for the sequence of the continuous function from Figure 4.1. There exists discontinuous function, which can be interpreted as a limit of the sequence of the continuous functions. Besides Dirichlet function can be interpreted as a special form of the limit for the considered sequence of Lebesgue integrable functions. 
На основании этих далеко не строгих рассуждений можно предположить, что, пополняя исходное неполное метрическое пространство искусственно определенными "пределами" расходящихся фундаментальных последовательностей, мы всё-таки обеспечим в некотором смысле справедливость критерия сходимости Коши. Есть определенная надежда на то, что в результате мы получим эффективный способ обоснования предельных переходов даже при отсутствии полноты пространства. Могут, конечно, возникнуть законные опасения в правомочности подобных рассуждений. Не имея на самом деле "настоящего" предела, мы, как будто бы, сами домысливаем не существующие в действительности элементы, которые затем без зазрения совести пытаемся выдать за пределы расходящихся фундаментальных последовательностей… Однако упомянутые ранее числа ( и нуль, а также функция х на рис. 4.1 и функция Дирихле являются вполне добропорядочными объектами, пусть и не принадлежащими соответствующим неполным метрическим пространствам. Фактически все математические понятия в действительности были введены искусственно в тот самый момент, когда в этом появлялась острая необходимость. Отметим, что именно на указанном пути лежит, возможно, самое конструктивное определение действительных чисел. Процедура их введения и указывает эффективный способ обоснования предельных переходов в отсутствии полноты пространства, а значит, приближает нас к решению проблемы корректного вывода математических моделей.

4.3. Real numbers by Cantor
We would like to determine the set of real numbers with using the set of rational numbers 
[image: image4.wmf]¤

. The fundamental sequence of rational numbers can diverge. We will show that all real numbers can be interpreted as limits of fundamental sequences of rational numbers.

Let F be the set of the fundamental sequences of rational numbers. We determine a relation on this set. The relation {xk}({уk} between sequences {xk} and {уk} of F is true, if for any rational number   there exists a number k() such that | xk – уk | <   for all k > k(). 

This relation has some properties (see Figure 4.3). At first we have the relation {xk}({xk} for all sequence {xk} because | xk – xk | = 0. This property is called the reflexivity. Besides if we have the relation {xk}({уk}, then {уk}({хk} because the inequality | уk – хk | < is the obvious corollary of the inequality  | xk – уk | < This property is called the symmetry. If we have three fundamental sequences {xk}, {уk}, and {zk} with relations  {xk}({уk}  and {уk}({zk}, then for any  there exists a number k() such that
| xk – уk | < 2,  | уk – zk | < 2.

So
| xk – zk | < | xk – уk | + | уk – zk | <  2  2
Hence we get {xk}({zk}. This relation is the corollary of the properties {xk}({уk}  and {уk}({zk}. This property is called the transitivity XE "отношение:транзитивное" . 
Definition 4.2. The reflexive, symmetric, and transitive relation is called the equivalence.  
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Figure. 4.3. Equivalence ( of the fundamental sequences.
В качестве примера эквивалентности можно указать отношение ( на множестве 
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 натуральных чисел, согласно которому условие x( y  означает, что величина  | х – у |  делится без остатка на три. С его помощью все множество 
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 разбивается на следующие классы:

N1 = {1, 4, 7, … },  N2 = {2, 5, 8, … },  N3 = {3, 6, 9, … }.
Характерно, что любые два различных класса XE "класс эквивалентности"  не пересекаются, их объединением оказывается все множество натуральных чисел, произвольные два элемента каждого класса эквивалентны в смысле выбранного отношения, а элементы различных классов заведомо не эквивалентны. 

Definition 4.3. The set of all equivalence classes of the set X with respect to the relation ( is called the factor-set and denote by Х/(.

The factor-set of the set 
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 with respect to the relation ( is 
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 (see Figure 4.4).  
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Figure 4.4. Factorization of the set of the natural numbers.
Now we can consider the definition of the real numbers by Cantor.
Definition 4.4. The factor-set F/( is called the set of real numbers 
[image: image11.wmf]¡

. 

The arbitrary real number is a class equivalence of fundamental sequences of rational numbers. Each this fundamental sequence is a representative of the given real number. For example, the set of rational numbers
x1 = 3,  x2 = 3.1,  x3 = 3.14,  x4 = 3.141,  x5 = 3.1415,… ,     

is a representative of the concrete real number. It is denoted by (. Other its representative is the fundamental sequence
x1 = 4,  x2 = 3.2,  x3 = 3.15,  x4 = 3.142,  x5 = 3.1416,… ,   

which is equivalent to the first sequence. We will denote the real number with representative {xk} by [xk].

На первый взгляд, определение 4.4 характеризует не совсем те, объекты, которые мы интуитивно ассоциируем с действительными числами. Мы же, под ними, как будто бы, понимаем объекты, аналогичные рациональным числам, а никак не классы каких-то последовательностей. В частности, если длина обоих катетов в прямоугольном треугольнике равна единице (рациональному числу 1), то длина гипотенузы оказывается равной (2, что соответствует иррациональному числу. Если имеется круг единичного диаметра, то длина окружности оказывается равной . В этих примерах как рациональные, так и не рациональные числа служат характеристиками однотипных объектов (отрезков прямых или кривых), выражая их длины (см. рис. 4.5). Психологически мы привыкли воспринимать действительные числа как обычные числа, подобные рациональным, но обладающие, грубо говоря, "более слабыми" свойствами. 
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Рис. 4.5. Длины катетов и диаметра рациональны,

а длины гипотенузы и окружности – иррациональны.

Отметим, однако, что в математике приняты два способа определения объектов. В первом случае непосредственно приводится (строится на основе некоторого конструктивного алгоритма) конкретный объект х, который и является определяемой величиной. Во втором случае утверждается, что определяемым объектом является всё то, что обладает конкретным свойством Р. В современной математике принято отдавать предпочтение конструктивным определениям (в интуиционистской и конструктивной математике этот подход вообще считается единственно допустимым). Это связано с тем, что второй (аксиоматический) способ ни только не позволяет найти определяемый объект, но даже не гарантирует его существование. Тем не менее, область применимости аксиоматического подхода существенно шире, вследствие чего такой способ определения признается допустимым подавляющим большинством математиков. В частности, наряду с определением Кантора (и аналогичными конструкциями Вейерштрасса и Дедекинда) известно и аксиоматическое определение множества действительных чисел, под которым понимается любой класс объектов, удовлетворяющих конкретному перечню свойств алгебраического, метрического и порядкового характера (или, как говорят, обладающих конкретной алгебраической, метрической и порядковой структурой XE "структура" ). Покажем, что для введенных в соответствии с определением Кантора элементов можно обеспечить выполнение именно свойств, которые принято относить к действительным числам.
Task
Give an example of the equivalence and determine the factor-set for the following sets:

1. Set of the lines.

2. Set of the students.

3. Set of the triangles.

4. Set of the complex numbers.

4.4. Real numbers properties
Determine addition of the real numbers. Let x and y be real numbers by Definition 4.4. These numbers are determined by fundamental sequences of rational numbers {xk} and {уk}. So we have the equalities 
х = [xk], y = [yk]. Consider the sequence of the sum {xk  +  уk}. We have the inequality
| (xm + уm) – (xn + уn) |  (  | xm – xn | + | уm – уn |.
The sequences {xk} and {уk} are fundamental. So the sequence {xk  +  уk}  is fundamental too. Then it determines a real number by Definition 4.4. It is called the sum  х + у  of the numbers х and у (see Figure 4.6).  
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Figure 4.6. Operations for real numbers.

Если для указанных действительных чисел выбрать другие представители, обозначаемые, например, через 
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, то справедливо соотношение 
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Поскольку фундаментальные последовательности  {xk}  и 
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, а также {уk} и 
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 представляют одни и те же действительные числа, они эквивалентны. Следовательно, оба слагаемых в правой части последнего неравенства стремятся к нулю, откуда следует эквивалентность последовательностей сумм {xk  +  уk}   и 
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. Тогда они представляют одно и то же действительное число, а значит, сумма х + у не зависит от выбора представителей слагаемых. 

Установим, что введенное таким образом сложение обладает всеми свойствами, которые принято ассоциировать со сложением чисел. Рассмотрим произвольные числа х = [xk], y = [yk]. Тогда, учитывая определение сложения действительных чисел, установим равенства 
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откуда следует коммутативность операции сложения. 

Аналогично, для любых действительных чисел х = [xk], y = [yk] и z = [zk] справедливо соотношение
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Таким образом, операция сложения оказывается ассоциативной.
Определим действительное число 
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 задаваемое последовательностью рациональных чисел, сходящейся к нулю. Тогда для любого числа х = [xk] выполняются условия
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в силу сходимости последовательности {rk} к нулю. Тем самым число ( оказывается нулевым элементом на множестве 
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 с рассматриваемой операцией сложения. Далее, для произвольного действительного числа х = [xk] можно определить число -х, равное [-xk]. При этом выполняется равенство
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так как последовательность, все элементы которой равны нулю, эквивалентна {rk}. Следовательно, число -х является обратным к х в смысле операции сложения. Полученные результаты показывают, что характеризуемое определением 4.4 множество действительных чисел с введенной операцией сложения оказывается абелевой группой XE "группа" , то есть обладает в точности теми свойствами, которые принято ассоциировать со сложением действительных чисел.

Аналогично, под произведением x у действительных чисел  х и у  понимается действительное число, определяемое последовательностью произведений {xkуk} (см. рис. 4.6), где {xk} и {уk} – произвольные представители сомножителей. Несложно показать, что результат также не зависит от выбора представителей класса эквивалентности. Нетрудно убедиться в том, что определенная таким образом операция умножения коммутативна и ассоциативна, обладает единичным элементом, а любое отличное от ( действительное число имеет обратный элемент в смысле умножения. Аналогичным образом устанавливается справедливость условия дистрибутивности XE "дистрибутивность"  
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 Тем самым определенное множество 
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 оказывается полем, что соответствует ожидаемой алгебраической структуре множества действительных чисел.
We determine now the order relation on the set of real numbers. Таковым является  рефлексивности и транзитивности является еще и антисимметричным XE "отношение:антисимметричное" , т.е. из одновременного выполнения отношений х( у и у(  х следует равенство х = у. The fundamental sequence of rational numbers is positive, if there exists a positive rational number r such that all elements of the sequence with large enough numbers are greater than r. If the fundamental sequence is positive, then each equivalent fundamental sequence is positive too. So the positivity is the same property of all equivalent fundamental sequences. Then we say that the real number is positive, if it is determined by positive fundamental sequences of rational numbers. The relation x<y for two real number x and y is true, if the difference y-x is positive. Then we can determine all ordered property. 
Отметим, что алгебраическая и порядковая структуры на множестве 
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 оказываются согласованными XE "согласование структур" . В данном случае это означает, что из неравенства х(у непременно следует, что (х+z) ( (у+z), а также ах(ау для неотрицательных чисел а. Тем самым множество 
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 оказывается упорядоченным полем.
Determine metric properties of real numbers. For all real numbers х = [xk] and y = [yk] consider the sequence {| xk – yk |}. We have the inequalities
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So we get
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Our sequences are fundamental. So the terms at this right side tend to zero. Therefore the rational sequence {| xk – yk |} is fundamental; and it determines a real number d.

Choose other fundamental sequences 
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, which determine the numbers x and y. We have
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So we get the inequality
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Hence the sequences 
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 are equivalent. Therefore it determines the same real number. Thus the number d does not depend from the choice of sequences, which determine the numbers x and y. So for all these number we can determine the concrete real number 
[image: image40.wmf](,),

ddxy

=

 which can be interpreted as the absolute value 
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Determine the properties of the operator 
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. Obviously it can have only non-negative values. Besides 
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 is true, if for the corresponding fundamental sequences {xk} and  {уk} the sequence {| xk – yk |} tends to zero only. So it determines the same real number. Therefore the equality 
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 is true if and only if х = у. The equality 
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 is the corollary of the formula | xk – yk | = | yk – xk|. 
Using the inequality
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we determine triangle one. So the functional d can be chosen as a metric of the set of real numbers. Then the sequence {xk} of real numbers tends to the real number x, if 
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 This is the definition of the convergence on the space of real numbers.

Отметим, что метрическая структура множества действительных чисел согласуется с алгебраической и порядковой структурами. Это означает, что при наличии сходимости двух последовательностей действительных чисел 
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 справедливы условия 
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, а из неравенства 
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 для всех k следует, что аналогичное неравенство сохраняется и для соответствующих предельных значений, т.е. 
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Итак, мы убеждаемся в том, что для объекта, задаваемого определением 4.4, можно ввести все те характеристики, которые мы привыкли ассоциировать с действительными числами. Более того, все они удовлетворяют всем тем свойствам, которые характерны для действительных чисел в их "интуитивном"  понимании или аксиоматическом определении. Тем самым у нас есть все основания полагать, что объекты, задаваемые в соответствии с определением 4.4, на самом деле являются теми самыми действительными числами, с которыми мы привыкли сталкиваться в анализе, алгебре и других разделах математики. Отметим, что математика изучает не конкретные реально существующие предметы, обладающие какими-либо математическими свойствами, а сами по себе эти свойства. Поэтому любые два объекта, имеющие одинаковые свойства, здесь вообще не различаются. 

Полученные свойства элементов множества 
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 были выведены из аналогичных свойств рациональных чисел. В этом случае говорят, что структура множества действительных чисел построена путем продолжения соответствующей структуры множества рациональных чисел. Здесь важно отметить также еще одно обстоятельство. Мы привыкли относить рациональные числа, определяемые как результат деления целых чисел, к классу действительных чисел. Поэтому для окончательного восприятия множества 
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 в качестве совокупности всех действительных чисел было бы крайне важно научиться интерпретировать рациональные числа как объекты этого множества.

The fundamental sequence of rational numbers can diverge. However there exists fundamental sequence with limit. So the arbitrary equivalent fundamental sequence has the same limit. The corresponding class equivalence determines a concrete real number be Definition 4.4. Each rational number is the limit of a rational sequence. We can choose as this sequence the stationary one with elements equal to this rational number. So there exists the bijection between the set 
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 of all rational numbers and the subset  
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 of the set of the set of real numbers, which is determined by convergent fundamental sequences (see Figure 4.7).      
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Figure. 4.7. The set of rational number is isomorphic to the subset 
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 of 
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For any rational number x there exists an element х' of the set 
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. The stationary sequence with elements equal to x is its representative. On the contrary each element х' of 
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 has convergent fundamental sequences as representative with a same limit x. Each algebraic, topological, etc. property of the set of rational numbers has an analogue on the set 
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. In this situation the set 
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 and 
[image: image66.wmf]'

¤

 are called isomorphic.
For all rational number x we determine the unique real number х' из 
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. The sets 
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 and 
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 are the same properties. So we can to […] the elements x and х'. Thus each rational number can be interpreted as a real number. Then we can say that the real number is rational, if its fundamental sequences are converge, and irrational, if its fundamental sequences diverge.  
Consider a very important problem of the approximation of real numbers. Let x be a real number, which is determined by a sequence {xk} of rational numbers. Denote by уk the real number, which is determined by the stationary sequence with element xk. For all number n the difference х – уn is determined by the sequence {xk – xn}. Therefore the value | xk –  xn | is small enough for large enough numbers k and n by the definition of the fundamental sequence. So the sequence {x –  уn}  tends to zero as n((. Hence we have the convergence уn ( x. Using the isomorphism between rational numbers хk and rational real numbers уk, we prove, that the arbitrary real number x is the limit of the sequence of rational number. So it can be approximate by rational numbers with arbitrary exactness. This is the definition of the density of the set of rational numbers in the set of real numbers.
Отметим, что при практическом вычислении иррациональных чисел (на компьютере) используется именно схема Кантора (возможность аппроксимации любого действительного числа рациональным), а не, к примеру, широко известная схема Дедекинда, согласно которой действительные числа представляются сечениями множества рациональных чисел. Естественно, что аксиоматическое определение действительных чисел, будучи по своей природе не конструктивным, вообще не может быть использовано для их практического нахождения.

Prove the completeness of the set of real numbers. Let {yk} be a fundamental sequence of real numbers. Consider a sequence {(k} of rational numbers with zero limit. Using the possibility of the approximation of the arbitrary real number by a rational numbers, we obtain the existence of a rational number хk such that  | yk – хk | ( (k. So we get the inequality
| хm – хn | ( | хm – ym | +  | ym – yn | + | yn – xn | (  (m  +  | ym – yn | + (n.
The sequence {yk} is fundamental. So the right side of the last inequality tends to zero as m,n((. So the sequence {хk} of rational numbers is fundamental. So it determine a real number у. We have
| yk – у  | ( | yk – хk | + | хk – y |.

The first term at the right side of this inequality is small enough for the large enough value k because the rational number хk approximates the real number  yk. The second term tends to zero here because the real number у is determined by the sequence {yk}. So the arbitrary fundamental sequence of real numbers converges. Hence the set of real number is complete. Thus we extended the set of rational number 
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 to the complete set of real number 
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 such that the set 
[image: image72.wmf]¤

 (accurate within isomorphism) is dense to 
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. In this situation the set of real number is called the completion of the set of rational number. 
We will try to extend our result to the general metric spaces. 

Task.

1. Prove the commutativity for the multiplication of the real numbers.

2. Prove the associativity for the multiplication of the real numbers.

3. Prove the existence of the unit for the set the real numbers.

4. Prove the existence of the inverse elements for the multiplication of the real numbers.

4.5. Completion of metric spaces
Determine some notions of metric spaces theory. Let X be a metric space with metric (. 

Definition 4.5. The set М of Х is dense XE "множество:плотное" , if each element of X is the limit of a sequence of M. 
For example, the set of all rational numbers is dense in the space of real numbers. 
Definition 4.6. The space Х is isometric to the space Y with metric d, if there exists a bijection A : X ( Y such that the distance between all point after the mappings A and its inverse mapping do not change (see Figure 4.8).  
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Figure 4.8. Spaces Х and Y are isometric.

If the spaces X and Y are isometric, then the equalities
d (Ax,  Ax()  = ( (x, x() (x, x((Х, ( (y, y()  = d (A-1y,  A-1y() (y, y((Y
hold.

For example, the space of complex numbers is the completion of the two-dimensional Euclid space with standard metric. 
Definition 4.7. The complete metric space Y is a completion of the space X, if X is isometric to a dense subset of Y.  
For example, the space of complex numbers is the completion of the space of real numbers. 
The set is dense if an arbitrary element of the space can be approximated by elements of this set. If two spaces are isometric, then it has same metric properties.

Our general result is the completion theorem.

Theorem 4.2. For all metric space there exists its completion. 
Proof. 1. Let X be a metric space with metric (. Consider the set F of all its fundamental sequences. Determine the equivalence ( on F. Let the relation {xk}({уk} is true if the sequence {((xk,уk)} tends to zero. The factor-space Y  = F /( is an analogue of the set 
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2. For all х, у of the set Y choose sequences {xk} and {уk} such that {xk} belongs to the equivalence class x, and {yk} belongs to the equivalence class y. Using the triangle inequality, we get (see Figure 4.9).
( (xm, уm) – ( (xn, уn)  (   ( (xm, xn)  + ( (уm, уn),

( (xn, уn) – ( (xm, уm)  (   ( (уm, уn)   + ( (xm, xn). 
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Figure 4.9. Quadrangle inequality.

So we have the inequality
| ( (xm, уm) – ( (xn, уn) | (  ( (xm, xn)  + ( (уm, уn).             
The terms at the right side of this formula tend to zero because the sequences {xk} and {уk}  are fundamental. So the sequence of real number {((xk,уk)} is fundamental too. It has the limit because of the completeness of the space 
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 Determine the number

[image: image78.wmf]lim

(,)(,).

kk

k

ddxyxy

r

®¥

=

=


This limit can be depends from the choice of the concrete fundamental sequences. Let now the sequence {uk} is equivalent to {xk}, and {vk} is equivalent to {уk}. We have the inequality
| ( (uk,vk) – ( (xk, уk) | (  ( (xk, uk) + ( (уk, vk). 
Then the limits of the sequences {((uk,vk)} and {((xk,уk)} are equal. So the value d(x,y) does not depend from the sequences of the classes x and y. It is determined by the elements х and у only. Determine its properties.
The number d(x,y) is non-negative. Besides for all element х of Y we get
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If the value d(x,y) is zero, then the fundamental sequences of х and у are equivalent. So we have the equality х = у. Hence the condition  d(x,y) = 0  is true if and only if the elements х and у are equal. The symmetry of the functional d follows from the analogue property of the metric (. Then for all elements х, у and z with corresponding sequences {xk}, {уk} and {zk}, we get

[image: image80.wmf]limlim

lim

(,)(,)(,)

(,)(,)(,). 

kkkk

kk

kk

k

dxzxzxy

yzdxydyz

rr

r

®¥®¥

®¥

=+

=£+

+


Thus the functional d is metric. It is the analogue of the metric on the set of real numbers. So Y is the metric space.
3. For all х(Х determine the stationary sequence with element x. It is fundamental. So it determines a class equivalence х'. Let  A : X ( Y  be such map that the image of x is х'. Each element х' is determined by the concrete element x. Define Х' = A(X) (see Figure 4.10). So the operator  А : Х ( Х' is the bijection. Note the elements of Х' are determined by converged fundamental sequences only. 
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Figure 4.10. Isometry of the space Х and Х'. 

For all elements х, у of Х determine the value 
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Let the these converged sequences are stationary here. So we have the equality d(Ax,Ay) = ((x,y). For all х', у' of Х' the number d(x',y') is the limit of the numerical sequence {((xk,yk)}. We have the elements of the set Х'. Therefore we can choose the stationary sequences with elements х = А-1х' and у = А-1у' as the sequences {xk} and {уk}. Then we obtain the equality 
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 Thus the metric space X is isometric to the subspace Х' of Y (see Figure 4.10).

The isometric sets Х and Х' are isomorphic by the metric spaces theory. So we can interpreted the initial set X as a subset of Y, and the set Y as an extension of the set X. Besides, the elements of initial set can be identified with corresponding equivalence classes. Then we can interpret it as elements of the set Y. Particularly the rational numbers can be interpreted as real numbers.
4. Let х be an arbitrary element of the set Y. It is determine by a fundamental sequence {xk}. Using definition of the metric d, we have 
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because the equivalence class Axk is determine by the stationary sequence with element xk, and х is determine by the fundamental  sequence {xn}. 

For all ((0 we can choose the numbers k, n such large that the inequality ((xk, xn) < (  holds. Using the last equality, we have the convergence Axk (  x   in Y. Identify the element xk with equivalence class Axk; we get the convergence   xk (  x in Y. Thus the set Х (in really, its isometric image by the operator A) is the dense subset of Y. So each element of the extended set can be approximated by elements of the initial set. Particularly, each real number can be approximated by a rational one.  
5. Consider a fundamental sequence {уk} of the space Y. Let the numerical sequence {(k} tends to zero. Using the density of the inclusion of the set X to Y, we obtain the existence of an element xk of Х with large enough value k such that d(Аxk,yk) < (k. Then we have

((xm, хn)  =  d (Аxm, Ахn)  (  d (Аxm, ym) + d (ym, yn) + 
+ d (yn, Аxn)  <  (m  + d (ym, yn) + (n 
by the triangle inequality. The value at the right side of this inequality tends to zero because of the fundamentality of {уk} and the properties of the sequence {(k}. So the sequence {xk} is fundamental with respect to the space X. Therefore there exists an element y of Y such that A xk  (    у    in Y.

We have the inequality
d (уk, у)    (  d (уk,  Ахk)  +  d (Аxk, y)  <   (k  + d (Аxk, y).
Then we get уk  (  у    in Y. Thus the arbitrary fundamental sequence of the space Y has a limit. So this space is complete. 
Thus the set X is isometric to the dense subset of the complete metric space Y. So each metric space has a completion. This completes the proof of Theorem 4.2.

The proof of this theorem gives the technique for completion of metric spaces. Note that the completion theorem is true for uniformly spaces too. It is an extension of the class of metric spaces.

Results of using of the completion theorem are given at Table 4.1. Particularly the completion of the set of rational numbers is the set of real numbers. Consider the set X of positive numbers with standard metric. There exist fundamental sequences {xk} here such that for all ( ( 0 there exists a number k(() such that the inequality | xk | < (  is true for all k greater than  k((). These sequences are equivalent. The relevant equivalence class is the number zero. So the completion of the set of positive numbers is the set of non-negative numbers. We can prove also that the completion of the set of continuous functions and Riemann integrable functions with integral metric is the set of Lebesgue integrable functions

Table 4.1. Completion of metric spaces. 

	non-complete space
	completion 

	rational numbers
	real numbers

	positive numbers
	non-negative numbers

	continuous functions
with integral metric
	Lebesgue integrable functions

	Riemann integrable functions
	Lebesgue integrable functions


Thus for all fundamental sequence of the arbitrary metric space we can have two different cases only. Maybe it converges. Then its limit is a point of the initial space. However maybe the fundamental sequence does not have any limits on the initial space. Then we can determine the limit of this sequence on the completion of the initial space. Therefore we can obtain the convergence of the arbitrary fundamental sequence with respect to the metric of the completion.   

Now we can solve our general problem. However it will be better consider the sequential theory of the distribution before because we will find the solution of our problem as a point of Sobolev space. The strong definition of Sobolev space is based on the distribution theory. 
Task
Determine the completions for the following metric spaces of real numbers:

1. 
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Prove that there exists a dense subset of the completion, which is isometric to X.
Выводы
1. Принцип Коши работает исключительно для полных пространств. 

2. Расходящиеся фундаментальные последовательности рациональных чисел лежат в основе иррациональных чисел. Действительные числа по Кантору есть классы эквивалентности фундаментальных последовательностей рациональных чисел.
3. Любое действительное число может быть аппроксимировано рациональными числами.

4. Процедура определения действительных чисел по Кантору лежит в основе теоремы о пополнении метрического пространства.
5. Согласно теореме о пополнении любое метрическое пространство может быть расширено до полного метрического пространства так, что любой элемент пополнения с произвольной степенью точности аппроксимируется элементами исходного пространства.

6. Согласно теореме о пополнении любая фундаментальная последовательность произвольного пространства сходится на его пополнении.
7. Модифицированный принцип Коши может быть взят за основу обоснования математических моделей.

Ideas of the completeness end the completion for linear topological spaces.
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